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A precise meaning is given to the following intuitive statement: between the two 
times when it hits a double point. a Brownian motion behaves like a Brownian 
bridge. The main tool is the notion of intersection local time, which provides a 
measure on the set of double points, and hence a notion of properties of almost all 
doubk: points. Results are applied to study points of inlinite multiplicity of plane 
Browr ian paths. ( 1987 Academic Press, Inc. 
1. INTR~OUCTI~N 
Soit U’= ( W(t); I 80) un mouvement brownien plan. I1 est bien connu 
[3] que a trajectoire de W posstde preque surement une infinite de points 
doubles. L’idee de depart du present travail est de donner un sens mathe- 
matique >rtcis a l’afftrmation intuitive suivante: entre les deux instants aux- 
quels il passe par un point double, W se comporte comme un lacet brow- 
nien. Rappelons qu’on appelle lacet brownien de longueur t le processus 
defini SUI l’intervalle de temps [O; t], obtenu en conditionnant un mouve- 
ment bra wnien issu de 0 a revenir en 0 a l’instant t. Une premiere idte pour 
rendre risoureuse l’afftrmation ci-dessus consiste a choisir un point double 
et a ttudier la loi de la trajectoire entre les deux instants auxquels le pro- 
cessus pzsse par ce point double. Montrons sur un exemple a quelles difft- 
cultes conduit cette approche. Une facon naturelle de construire un point 
double consiste a introduire le temps T detini comme le premier instant 
apres 2 c4 W rencontre sa trajectoire sur l’intervalle [O; 11. Si S est delini 
comme 18: premier instant ou W prend la valeur W(T), on peut chercher a 
etudier 1.1 loi de la trajectoire de W sur l’intervalle [S; T]. On s’apercoit 
vite que zette loi est trts differente de celle d’un lacet brownien. I1 s&it en 
effet de remarquer que, juste avant l’instant T, le processus W ne peut pas 
tourner ;mtour du point W(T), comme devrait le faire un lacet brownien. 
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On peut expliquer ce phtnomene en disant que le point double 
W(S) = W(T) que nous avons construit est “exceptionnel”: il n’existe 
qu’une famille denombrable de points doubles de ce type, alors que l’en- 
semble des points doubles a pour dimension de Hausdorff deux (Taylor 
[lo] ). De facon gtnerale l’etude de la partie de trajectoire entre les deux 
instants auxquels W passe par un point double donne pose de serieuses dif- 
ficult& likes a la remarque suivante: si (S, T) est un couple de temps alea- 
toires tel que S < T et W(S) = W(T), T peut &tre un temps d’arr&t, c’est le 
cas dans l’exemple ci-dessus, mais S n’en est certainement pas un (sinon la 
propriete de Markov montrerait que W ne revient pas en W(S)). Les 
remarques prectdentes uggerent qu’au lieu d’etudier un point double fix& 
il pourrait &tre avantageux de considtrer simultanement ous les points 
doubles de la trajectoire. On est alors amen6 a utiliser une mesure portte 
par les points doubles, ou plus precisement par les couples (u, u) tels que 
u < ~1 et W(u) = W(u), qui nous est fournie par la notion de temps local 
d’intersection (Geman, Horowitz, et Rosen [S], Rosen [9]). 
Decrivons brievement nos resultats. Soit C, l’espace des fonctions conti- 
nues de [O; 11 dans [w’, muni de la topologie de la convergence uniforme et 
de la tribu bortlienne associee. On pose 
v = ((24, u); 0 < u < u < l}. 
Pour tout couple (u, u) E%?, soit u Wn la portion de trajectoire entre les 
instants u et u, i.e. l’element de C, dtfini par: 
.W,.(r) = 
W(u+t)- W(u) si 0 < t < r - U, 
W(u)- W(u) si t > u-u. 
Soit I2 la mesure sur % associee au temps local d’intersection de W avec lui- 
m&me. La mesure I, est portee par les couples (u, 0) tels que W(u) = W(u) 
et dtfinie formellement par: 
f,(du du) = b,,,,( W(u) - W(u), du do. 
Alors, pour toute fonction @ bortlienne positive sur C,, 
E ld @(,W,.) f,(du do) C E[@(L’“-“‘)I (1) 
oti, pour a>O, L w designe un lacet brownien de longueur a, avec la con- 
vention que L’“‘(t) = 0 pour a < t < 1. 
La formule (1) fournit une reponse assez satisfaisante a notre probleme 
de depart. S’il n’est pas exact que, pour un point double don& la trajec- 
toire de W entre les deux instants auxquels il passe par ce point double soit 
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un lacet Jrownien, une version “inttgrte sur tous les points doubles” de ce 
resultat c:st vraie. Une consequence importante de la formule (1) est que 
toute propriete verifiee presque surement par les lacets browniens le sera 
aussi par ,,W,., pour I,-presque tout couple (u, L’). 
La pa tie 2 est consacree a la preuve dune forme g&-&ale de l’identite 
(1) qui s’applique aussi aux points de multiplicite p du mouvement brow- 
nien plan et aux points doubles du mouvement brownien dans R3. Dans la 
partie 3 nous utilisons la formule (1) pour donner une autre reponse a 
notre qu:stion initiale, cette fois en termes de proprietes presque stires de la 
trajectoi ‘e. Pour (~4, 17) E% soit I, W,* I’element de C, difini par 
,,W,*(t)=(Ll-u) “(w’(u+(r-L4)1)- U’(u)). 
Pour tot’t E > 0 soit 55, = { (11, c) E $5; r - u > E i. Alors, pour toute fonction 
@ boreli’:nne born&e sur C,, 
avec co!rvergence presque sure. On peut done, sur chaque trajectoire, 
reconstrlrire la loi du lacet brownien en ttudiant le comportement du pro- 
cessus er’tre les instants auxquels il passe par un point double. 
Les p: rties 4 et 5 sont consacrees a l’ttude des points de multiplicite inti- 
nie du n’ouvement brownien plan. Dvoretzky, Erdos et Kakutani [4] ont 
montre +re la trajectoire de W posstde presque surement des points de 
multiplicite c, ou c designe la puissance du continu. I1 nous a cependant ete 
diffrcile ie suivre les arguments de [4], en particulier il semble que les 
auteurs lie [4] appliquent la propriete de Markov a des temps t,,(j) qui ne 
sont pa; des temps d’arret (voir [4, p. 1791). Dans la partie 4 nous 
montror s comment les resultats de la partie 2 permettent de simplifier les 
argumer ts de [4] et d’aboutir a une preuve semble-t-i1 satisfaisante de 
l’existen’:e de points de multiplicite t. Dans la partie 5 nous ttablissons le 
resultat plus prtcis suivant. Pour toute partie K compacte totalement 
disconti’me de [IO; % [ il existe presque stirement un point : du plan tel que 
C*‘-‘(Z) ait m&me structure d’ordre que K, au sens ou l’on passe de K i 
IV ‘(z) par un homtomorphisme croissant. Une consequence de ce resultat 
est que .a trajectoire de W possede presque surement des points de multi- 
plicite exactement denombrable. Les resultats de la partie 5 contiennent 
evidemnrent comme cas particulier le theoreme de Dvoretzky, Erdos et 
Kakuta’li. Cependant nous avons prefer& traiter stpartment ce dernier 
resultat, d’abord en raison de son importance historique et ensuite parce 
que les arguments essentiels sont deja presents dans l’etude de ce cas 
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particulier. Signalons pour conclure que des rksultats voisins de ceux de la 
partie 5 ont ttk obtenus par Adelman [l] a l’aide de mtthodes complete- 
ment diffkrentes. 
2. FORMULES PRINCIPALES 
Nous nous proposons dans cette partie d’thablir une forme g&kale de 
l’identiti: ( 1) de l’introduction. Nous commengons par quelques rappels sur 
la notion de temps local d’intersection. W dksigne un mouvement brownien 
A valeurs dans [w” pour n= 2 ou 3. Si % est dthi comme dans l’introduc- 
tion, on appelle temps local d’intersection de W avec lui-m&me, sur l’inter- 
valle [0, 11, la famille (a(.~, .), XE P’) de mesures de Radon positives sur ‘5 
qui satisfait P p.s. les deux propriktks suivantes: 
(i) l’application x + a(x, .) est continue au sens de la topologie de la 
convergence vague, 
(ii) pour toute partie borelienne B de V et pour toute fonction f 
borelienne positive sur IF’, 
jBf( W(L))- W(u)) du dv = jRdf(X, LY(x, B) d.u. 
Nous renvoyons a [S] et [9] pour une preuve de l’existence du temps 
local d’intersection. La propriete (ii) entraine que la mesure CI(X, .) est por- 
tee par les couples (u, 0) tels que W(u) - W(u) = x. On note simplement 
12(.) = a(0, .). 11 est important de remarquer que la mesure I2 est p.s. de 
masse totale infinie (voir [9] ou [S]) alors que pour .Y # 0 les mesures 
a(.~, .) sont tinies. 
TH~OR~ME 2.1. Soient @ une fonction bortlienne positive sur (C,)3 et B 
une partie bordlienne de %. Alors: 
w,,, vw,) lz(du dv) 1 
oti L”-” est un lacet brownien en dimension d de longueur v-u, U,, U2 
sent deux mouvements browniens h valeurs dans Rd issus de 0, indkpendants 
et indhpendants de L’“-“‘, enfin la notation U” dhigne le processus (I arrktk 
au temps u: 
U”(t) = 
i 
U(t) si t<u 
U(u) si u<tdl. 
250 JEAN-FRANCOIS LE GALL 
Preuue I1 sufflt de traiter le cas oli @ est continue bornte et B est un 
rectangle de c8tts paralkles aux axes, contenu dans %. Pour tout a E R”, 
soit ~,(a .) la restriction de ~(a, .) 8 B. L’application a -+ ~,(a, .) est alors 
ktroitemcnt continue [S]. Soient C, le volume de la boule uniti: de R” et, 
pour tou: E > 0, D(0, E) la boule de centre 0 de rayon E. On pose: 
I’;(.)=(C,&y j ~(a, .) da 
D(0.E) 
Alors, 
Gj(oWu3 u W,., ,.W, j &(du du) 1 
L’applicz tion qui ti .Y E R” associe la loi du pont brownien commenqant en 
0 et se te:minant en ?I est continue. En utilisant cette remarque, la propriktt 
d’indkpendance des accroissements browniens et la continuitk de @, on 
obtient c ue: 
lim(C,I&“)~‘EIII,~.,~,~ .r - 0 wJllrbl dC@W,,~ ,W,, ,.W,i/l W(d - W(u)1 41 
=(:!rr(c--uj)~‘/‘E[~(U;‘, It”‘-“‘, Ly“)], 
avec les notations du thtorime. On trouve linalement: 
lim E @(OWL0 u w,, r W, ) G(du du) 1. - 0 I 
D’autre part, I’application qui B (u, u) associe @( 0 W,,, u W,,, L‘ W, ) est p.s. 
continue sur %. La continuitk ktroite de a --t ~,(a, .) entraine alors: 
P p.s.. lim s wow,,, u ~-0 B W,., ,. W, ) I;(du du) 
= 5 @hlV,,? I, W,,, ,sW,) lz(du du), B 
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d’ou, en notant que la famille (a(a, B), a E NV’) est uniformement integrable, 
@(oWu, .Wu, ,,W,) f;(du dv) 1 
jB @tow,, ,,ul,., W,) Udu dv) 1 I 
Remarque. Dans le cas ou @(. W,, u W,, L, W, ) = @(u W,), la formule du 
theoreme 2.1 rappelle les “formules cl&” de la theorie des excursions du 
mouvement brownien lineaire (pour de nombreuses applications, voir par 
exemple Ikeda-Watanabe [6, Chap. III, Sect. 4.31). Le temps local d’inter- 
section joue le role du temps local usuel du mouvement brownien lineaire, 
cependant que la mesure d’excursion est ici la loi du lacet brownien. Signa- 
lons pourtant deux differences importantes. Tout d’abord, notre “mesure 
d’excursion” n’est autre que la loi du mouvement brownien conditionnt a 
revenir a son point de depart au bout d’un certain temps fix&, ce qui n’est 
pas du tout le cas pour la mesure d’Ito des excursions. Ensuite on peut 
dire, en un sens a preciser, que les differentes excursions partant de 0 du 
mouvement brownien lineaire sont independantes, ce qui conduit a des for- 
mules exponentielles. Cette propriete ne subsiste pas dans notre situation: 
si (u, 11) et (u’, L”) sont deux couples de ‘% tels que W(u) = W(v) et 
W(u’) = W(c’) les intervalles [u; P] et [u’; 0’1 peuvent se chevaucher, ce 
qui interdit toute proprieti d’independance ntre les “excursions” ~ W, et 
,,’ w,.. 
II est possible de calculer le moment d’ordre deux de: 
s @(oWu, u W,,, VW,) Mdu dv), B 
mais I’expression obtenue est assez compliqule en raison du dtfaut d’indl- 
pendance mentionne ci-dessus. En considerant le cas particulier @ = 1, 
B = [O; f[ x 14; I ] on voit que le rtsultat “en moyenne” du thtoreme 2.1 est 
non-amtliorable, au sens ou l’tcart type correspondant est strictement 
positif. 
A partir de maintenant nous supposons d= 2. Soit p un entier superieur 
ou egal a 2. Dvoretzky, Erdijs et Kakutani [3] ont montre que la trajec- 
toire de W possede p.s. des points de multiplicite (au moins) p. 11 decoule 
des resultats de Geman, Horowitz et Rosen [S] que Ton peut delinir une 
notion de temps local d’intersection d’ordre p, qui sera pour nous une 
famille (tx( 1’ .) J~E([W~)~~’ _3 7 ) de mesures de Radon positives sur 
qp,= {(L4,,-, u,);O<u,<u,< ... <up< l}, 
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caractttris j;e par les deux propribtks suivantes: 
(i) ‘application J I--* c(( y, .) est continue au sens de la topologie de la 
convergence vague, 
(ii) pour toute partie bortlienne B de %, ,, et toute fonction f bark- 
lienne po ;itive sur ( lR’)p ‘, 
s f(w(u,,- WU,),..., wu,)- W~,-,Pv~du, B 
= s f(.v)dy, B)&.,l$)PFl 
On noie I,(.) = ~(0, .). La mesure 1, est portke par les p-uplets (u,, . . . . up) 
tels que ;Y(u, ) = = W( up). Le thkorkme suivant gknkalise, dans le cas 
d= 2, le hCorkme 2.1 et se dtmontre exactement de la mCme fagon. 
TH~OR >ME 2.2. Soient @ une fonction borklienne positive sur (C,)p+’ et 
B une paptie borklienne de %, p,. Alors: 
E i&W’,,,, l,, wr,:,..., up-, W,, upT) l,(du, . ..dup) 1 
oc LIU’? UII qy-1’ sent p - 1 lacets bronniens plans indkpendants de 
longukr: rk~ectives uz - u, ,..., up - up _ , , et iJ, , U, sent deux mouvements 
brownien y plans issus de 0, indipendants et indkpendants des L~“~+, -“I). 
COROLLAIRE 2.3. Soit r une partie borelienne de (C,)p+ ’ telle que, avec 
les notat.ons du thkorkme 2.2, pour presque tout p-uplet (u,,..., u,), 
P p.s., (CJl;‘, Lyu” ,...) L;!;+“, U;-“P)Er. 
Alors, 
P p.s., ~,(4-du,J P.S., hWu,r u,Wu2,...r uy’,kr. 
Preuvt . On applique le thkorkme 2.2 1 @ = 1 F. 1 
Remargue. Posons, pour d E C, , 
i(~)=~~P{~~1;~(~)#0}, 
A= {~EC,;~(t)#OpourtoutO<t<[(~)}. 
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Alors r= APf ’ satisfait l’hypothese du corollaire. On a done: 
P p.s., l,(du, . . . dup) p.s.3 cow,, 3 ,,, Wu2,..., up W, 1 E r, 
ce qui Cquivaut encore a: 
P p.s., lp(du, . ..du.)p.s.,Card({s~ [O; 11, W(s)= W(u,)})=p. 
Soit yP l’image de la mesure I, par l’application (u, ,..., up) + W(u, ). La 
mesure yP est, en un certain sens [7], la mesure canonique portee par les 
points de multiplicite p de la trajectoire. L’assertion ci-dessus signifie que 
y,-presque tout point multiple d’ordre p n’est pas multiple d’ordre p + 1. 
Ce resultat peut aussi etre obtenu en comparant les mesures yP a la restric- 
tion aux points multiples de certaines mesures de Hausdorff [7]. Remar- 
quons qu’il n’est pas immediat de construire explicitement ne serait-ce 
qu’un point multiple d’ordre p qui ne soit pas d’ordre p + 1 (voir [Z]). 
3. UN THl?ORkME TRAJECTORIEL 
Nous considerons a nouveau un mouvement brownien W a valeurs dans 
R” pour d = 2 ou 3. On reprend les notations de l’introduction, en particu- 
lier, pour E>O, 
g= {(u,u)E2?;o-Lo&} 
et, pour (u, o) E %, u W,* est l’eltment de C, detini par: 
.W,ll(t)=(eU)-“*(W(L4+(u--U)t)- W(u)). 
TH~OR~ME 3.1. Soit @ me fonction borklienne born&e sur C, . Alors, 
sid-2, I,(dudu) @(,W,*)= (27c-‘E[@(L)-J, 
sid=3. lims”2 I l,(dudt,) @$,W,*)=~(~~C)-~..‘E[@(L)], e-0 St, 
oti dam les deux cas la convergence a lieu p.s. et L dkigne un lacet browwien 
de longueur 1. 
Prewe. Nous traitons seulement le cas d = 2. Le theortme 2.1 entraine, 
pour tout E > 0, 
EC@(L)]. 
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Pour et-tdier la variance de 1 I-J& du) @( ,,I+‘,*) nous aurons besoin de 
quelques rlotations suppltmentaires. On pose pour n > I et 1 6 k d 2” ‘: 
Remarquons que les A; sont disjoints et que 
.~- y I 
%= u u A’;:. 
,,=I X=l 
Un chargement d’echelle montre que: 






A; .4; > 
<2~2”‘~“M’E[(I,(A1))2], \ 
ou M est une constante majorant I@(. Grace a la proprieti d’independance 
des accro ssements du mouvement brownien on a, pour tout n 2 I, 
,‘“-I I 
var (I! I,(dudu) @(.W,r) = 2 ) ;+r(i, I,(du du) @(.W,T) \i(=, .4; ) 
Soit maintenant B” = Ug=, lJ;i; A$. On trouve: 
var .Jdudu) @(,,W?) 
f?” 
/ n 12 
pour une certaine constante C independante de n. Soit A une partie bore- 
lienne de 59, contenue dans l’un des B”. On peut reprendre tous les calculs 
precedems en remplacant partout .4; par A;: n A, et on trouve, avec la 
m&me co lstante C, 
(J 
\ 
var IAdu du) @(,W;) 
A 
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En particulier on a, pour tout E > 0, 
var 
(s 
~, Z*(du du) @(,W,*) <c. 
) 
Soient X(E) = (log l/~))’ SW, I,(& du) @(,W,*) et, pour tout entier p > 1, 
E,, = exp( -p’). Alors: 
,z, E[(X(E,,- &%,)I)*]“* < cl’* ,f, p-* < “cj, 
ce qui montre que la suite X(E~) - E[X(sp)] converge p.s. vers 0. Or d’apres 
le debut de la preuve on a aussi: 
lim E[X(e,)] = (2n))‘E[@(L)], 
P-r 
d’ou: 
lim X(E~) = (~TK-‘E[@(L)], p.s. 
Pour conclure on remarque d’abord qu’on 
cas ou @ est positive et on utilise le fait que 
peut toujours se ramener au 
Remarque. En reprenant les arguments de la preuve ci-dessus on 
obtient aistment, dans le cas d = 2, le resultat plus precis suivant. Soit, pour 
tout & > 0. 
Y(E)= j Iz(dudtj)@(.U’,*)-E j fz(dudu)@(,W,*) . 
%, VP 1 
Alors la famille ( Y(E)) converge dans L’(P) quand E tend vers 0. En pre- 
nant @ = 1 on voit en particulier que la famille (lz(WE) - E[Z,(‘ikJ]) con- 
verge dans L*(P) quand E tend vers 0. Si y dtsigne la limite ainsi obtenue 
on a aussi, pour toute suite ( gk) de fonctions boreliennes bornees sur le 
plan convergeant Ctroitement vers 6,,,, 
lim gk(W(u)- W(u))dudu-E ~Kgk(W(u)- W(u))dudu =y. 
k - r I> 
Ce dernier resultat a ete obtenu, sous une forme un peu differente, par 
Varadhan [ 111 (voir aussi [8]) et est connu sous le nom de renormalisa- 
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tion de Varadhan. Signalons pour conclure que les resultats ci-dessus ne 
subsistent pas en dimension trois. En effet Yor [ 121 a montrt que, si d = 3, 
ou la con.‘ergence a lieu en distribution et N dtsigne une variable normale 
centrte re luite. 
4. L'EXISTENCE DE POINTS DE MULTIPLICITY: c 
Dans cc tte partie et la suivante W dtsigne un mouvement brownien plan. 
Nous nols proposons de montrer que la trajectoire de W possede presque 
surement des points de multiplicite c, ou c designe la puissance du continu. 
Notre methode est tres proche de celle de Dvoretzky, Erdos et Kakutani 
[4], mai: nous utiliserons les rtsultats de la partie 2, et plus particuliere- 
ment le corollaire 2.3, pour justifier les points delicats. Commencons par 
decrire brievement notre construction. 
L’idie ;:tnCrale est de construire, d’une maniere convenable, une famille 
de temps (a,,(k); n 2 0, 1 <k d 2,) de facon que, pour chaque n, W prenne 
la m&me tialeur, notie I,!, en tous les points u,,(k) (1 d k 6 2”). On choisit 
par exeniple a,( 1) = +, puis pour (a,( I), u,(2)) un couple tel que 
O<a,(l) <i<u,(2)< 1 et W(u,(l))= W(u,(2))=r,. Ici commencent les 
difficultes Choisissons E > 0 tel que 
~<~inf(u,(l),u,(2)-~,(1), l-a,(2)) 





Imaginons un instant qu’on puisse dire que la loi des quatre processus 
(X, , X,, I’,, X,) est Cquivalente a la loi de quatre mouvements browniens 
independents issus de 0, sur l’intervalle de temps [O; E] (remarquons que 
cette phrase n’a aucun sens tant qu’on n’a pas precise le choix de a,( 1) et 
u,(2) ). On en deduit alors qu’il existe un point commun autre que 0 aux 
trajectoirzs de X,, X,, X,, X4, d’ou aussi l’existence de quatre temps 
az( 1 L..., L ,(4) tels que 
O<u,(l)<u,(l)~u~(2)<u~(3)~u,(2)<~~(4)<1 
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W(a,(l))= ... = W(a,(4))=z,. 
On peut rtpeter la construction, en faisant intervenir cette fois huit proces- 
sus x; )...) X8, et obtenir ainsi un point z3 multiple d’ordre 8, et ainsi de 
suite. Si a chaque Ctape le choix de E est fait de maniere convenable, on 
veritie aisement que z = lim z, est un point de multiplicite c. 
Le seul point criticable de l’esquisse de demonstration donnee ci-dessus 
est l’assertion “la loi de (X,, X,, X,, X,) est tquivalente a la loi de quatre 
mouvements browniens independants”. Plutot que de chercher a justifier 
rigoureusement cette assertion, qui peut etre en dtfaut a la suite d’un mau- 
vais choix du couple (a,( 1 ), a,( 2)), nous montrerons comment s’en passer a 
l’aide du corollaire 2.3. 
On reprend les notations de la tin de la partie 2. Pour tout n z 2 le temps 
local d’intersection a I’ordre n de W avec lui-m&me definit une mesure I,(.) 
sur %,,,). Pour tout (s, ,..., s,) E %,,, et tout E > 0 on note 
d As, ,..., s,,) = {(t, ,..., fzn)E~,?(Zn);Sj-&<t2j~*<Si<t2j<Si+& 
pour tout 1 <i<n}. 
LEMME 4.1. Pour tout n >, 2 et tout E > 0, P p.s. 
L( ((s, ,..‘, s,) E @,n,; L(d,(s,,..., s,,)) = 0)) = 0. 
Preuoe. I1 existe une fonction bortlienne F sur C;+ ’ telle que P p.s., 
pour tout (s, ,..., s,,)E~(,,, 
12,(d,(s,,...,s,))=F(,W,,, s,Wsl,...v s,W,). 
Posons alors: 
I’ satisfait l’hypothese du corollaire 2.3. Pour le voir on utilise les deux 
remarques simples suivantes. D’abord, si L est un lacet brownien de lon- 
gueur t, pour tout 6 < t/2, la loi de (L(s), L( t -s); 0 <s < 6) est Cquivalente 
a la loi d’un couple de mouvements browniens independants. Ensuite, le 
temps local d’intersection en 0 de 2n mouvements browniens plans inde- 
pendants issus du meme point est presque sikement strictement positif sur 
l’intervalle [O; S] pour tout 6 > 0 (utiliser la loi du tout ou rien). En appli- 
quant le corollaire 2.3 on trouve le resultat du lemme. 1 
THI?OR~ME 4.2. La trajectoire de W possede presque slirement des points 
de multiplicitP c. 
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Preuce. Soient ao( 1) = 4 et E,, = $ En remarquant que I,( [O; +[ x 
If; I]) > C, P p.s., et en utilisant le lemme 4.1 on trouve un couple 
(a, ( 1 ), a, ( I)) veriliant les deux proprittes 
(i) a,(1 ), a,(2))E d,,(a,(l)) n supp(12) 
(ii) Jour tout E > 0, I,(d,(u,( 1), u,(2))) > 0. 
Supposons maintenant que, pour un n 3 1, on a construit deux familles 
(u,(k); 1 6 k < 2p. 1 < p < n) et (E,; 0 < p < IZ - 1) avec les deux proprittts: 
pour tout p = l,..., n, 
(i) a,(k); 1 ~k62p)Ed,r_,(up~,(k); 1 <k62p-‘) nsupp(lz,) 
(ii) Jour tout E > 0, l,,+l(d,(u,(k); 1 6 k 6 2”)) > 0. 
On cho sit alors E,, > 0 tel que E,, i is,,_ , et: 
E,, < t inf(u,(k) - u,,(k - 1); 2 6 k G 2”). 
Ensuite la propritti (ii) permet de trouver une famille (a,,+ ,(k); 
1 6 k d 2” ” ) telle que 
(a .,+,(k); 1 bk62”+‘)Edcn(u,,(k); 1 <kd2”)nsupp(12n+I) 
et grace a 1 lemme 4.1 on peut mtme s’arranger pour que, pour tout E > 0, 
[2”+4d,(a,*+ I (k); 1 <k<2”+‘))>0, 
ce qui permet de continuer la construction. 
Pour ccnclure on pose 
K= fi i, {u,(k); 1 <k<2P} 
n = 0 p = n > 
(si F est Im sous-ensemble de R, F dlsigne I’adhtrence de F). En notant 
que, pour tout n fix& W prend la m&me valeur I,, en tous les points u,(k) 
(1 <k d 2 ‘), on voit que W prend en tout point de K la m&me valeur 
z = iim z,. D’autre part notre construction, et en particulier le choix des E, 
assurent c ue K est un ensemble de Cantor (i.e., K est compact, totalement 
discontim , sans point isole), done a la puissance du continu. 1 
5. LA STRUCTURE DE L’ENSEMBLE DES TEMPS AUXQUELS 
EST ATTEINT UN POINT DE MULTIPLICITrj INFINIE 
Dans la partie precldente nous avons vu que P p.s. il existe un point z de 
R’ tel qu: W-‘(z) contienne un ensemble de Cantor. Deux questions se 
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posent alors. Tout d’abord, peut-on s’arranger pour que W-l(z) soit exac- 
tement un ensemble de Cantor? Plus gentralement, etant donnee une partie 
compacte totalement discontinue K de 10; co [, existe-t-i1 un point z de R2 
tel que W-‘(z) ait la m&me structure que K? Avoir la m&me structure signi- 
tie ici qu’il existe un homemorphisme croissant z de 10, co[ dans 10; co [ 
tel que T( W-‘(z)) = K. La reponse a ces deux questions est oui. 
TH~OR~ME 5.1. Soit K une partie compacte totalement discontinue de 
IO; CG [. Alors, P p.s., il existe un point z de R2 et un homeomorphisme crois- 
sant 5 de IO; CC [ dans IO; 00 [ tels que T( W-‘(z)) = K. 
Preutre. 1Pre Ptape. Commencons par quelques notations. Pour tout 
entier n 3 0, on pose: 
52, = 10; 1 }“, 
avec la convention 52, = {@a>. Soit 
Notons n l’ensemble des parties A de $2 vtriliant les trois proprietes sui- 
vantes: 
(i) 125~A 
(ii) si x= (x ,,..., X,)E A, alors 
(x, 0) = (x, ,...) x,, 0) E A 
(iii) si .v = (x , ,..., x,) E A, pour un n B 1, alors 
(x, ,..., x,- ,) E A. 
Soit Z=(O;l}N* (kJ*=N-{O}). Pour u=(ul,...,un,...)EZ et pour tout 
n 3 0 on note: 
On definit de m&me [x],, pour x E a,,,, m > n. L’ensemble I est muni de la 
topologie produit et de l’ordre lexicographique. Pour toute partie A E a on 
pose: 
f,={u~I;pourtoutn>,O, [u],EA}. 
Notons que Z,, est une partie compacte non vide de I. 
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LEMME i.2. Soit K une partie compacte totalement discontinue non vide 
de IO; ‘MI [ On peut trouver une partie A E ~2 telle qu’il existe un homtomor- 
phisme croissant de K sur I,,,. 
La preuve du lemme est un exercice elementaire de topologie generale. 
Grace au emme on est ramene a montrer que pour toute partie A E Ca ii 
existe P ps. un point z de R2 et un homeomorphisme croissant de I, sur 
W-‘(z). L: but de la prochaine ttape est de construire 2 et cet homeomor- 
phisme. 
ZPme itc!pe. On se fixe A E (r et pour tout n 2 0 on pose A,, = A n R, et 
UZ,, = Card (A,,). Nous nous proposons de construire une famille 
(a 1, x E A) c 10; a [ telle que, pour tout n > 0, W prenne la meme valeur in 
en chaque point a.,, x E A,,. Les idles sont les m&mes que dans la preuve du 
thtoreme ~..2, qui correspond au cas A,, = Q,, pour tout n. Pour tout E > 0 et 
toute famille (h,, SE A,,) de nombres positifs on note d,(b,, XE A,l) l’en- 
semble de! familles (c,, s E A,, + , ) de nombres positifs telles que, pour tout 
SEA,,+,: 
(i) ,;oit s=(.u’,O) et alors b,~--~<c,<by~ 
(ii) ;oit s = (s’, 1 ) et alors b.,. < c, < b.,. + E. 
Par ricttrrence on peut construire simultanement une famille (a,, .Y E A) 
d’tlements de 10; I[, deux suites (E,, n 3 0) et (PI,,, n 3 0) de nombres stric- 
tement po ;itifs convergeant vers 0 et une suite (z,,, n >, 0) d’elements de R’, 
de facon cue les proprietes suivantes soient verifiees, pour tout n 2 1, 
(a) a.,.sEA,,)= Wp'(:,z)n [O; 11, 
(b) a 1, -K E A,, 1 E ~I,,~fa v, .K E A,, , 1, 
(c) :,, < Q inf( la, - a,.), s, J-E A,,+ ,, s f F), 
(d) :,, < &,, , 1 
(e) ;i UE [O; l] est tel que IL4-aa,l > 2-” pour tout IE A,, alors 
I W(u)--:,1 >2q,, 
(f) aour tous 14, CE [O; l] tels que Iu- VI < 2.5, on a 
IW(u)- M’(zr)l <iy,rp, 
(g) pour tout E > 0, 
l,,n+,(A,(a., .KE -4,)) ~0. 
On init alise la construction en prenant a,, = i, z0 = W(f) et co = q. = 1. 
Ensuite 0.1 commence par choisir E, de facon que les proprietts (d) et (f) 
soient vetifiees. Traitant separement les deux cas possibles A, = {O} et 
A, = (0; 1 } on construit la famille (a,, x E A I ) de facon que les proprietb 
(a), (b), ( :) soient verifiees pour n = 1 (avec z, = W(a,)). L’argument pour 
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(g) est le meme que dans la preuve du lemme 4.1. Entin compte-tenu de (a) 
on peut choisir r], > 0 assez petit de facon que (e) soit veritiee. 
Soit maintenant p > 2. Supposons qu’on a construit pour tout 
nE {O,..., p- I}, (a,, -YEA,), zn, E,, yl, de facon que les proprietes (a)-(g) 
soient satisfaites jusqu’a l’ordre p - 1. On choisit d’abord sp en tenant 
compte de (c), (d), et (f) a l’ordre p. Ensuite, en utilisant la propriete (g) 
&rite a l’ordre p- 1, on peut trouver une famille (a,, XE AP) E 
dEp(u.r, x E A, ~ ,) de facon que les proprietes (a) et (g) soient verifiees a 
I’ordre p. Pour (a) on utilise la remarque de la fin de la partie 2. Pour (g) 
l’argument est a nouveau celui du lemme 4.1. Enfin grace a (a) on peut 
choisir g, > 0 de facon que la proprittt (e) soit satisfaite. Ceci acheve notre 
construction. 
Les proprittts (b) et (c) montrent que pour tout n I’application qui a 
I E A,, associe u., est croissante (ce fait Ctait utilise implicitement dans notre 
construction). De plus, en utilisant (b) et (d), on voit que, si m <n et 
.vc EA ,,, J*E A,, sont tels que [y],, = x, on a: Ju, - a!1 < 2~,, + , , d’ou, d’aprb 
(f): 1 W(u,) - W(a,.)l < v,~. Posons maintenant 
Les remarques precedentes montrent qu’on peut detinir une application 
4: I, + S en posant, pour u E I,, 
La propriete (a) entraine que W prend en tout point de S la m&me valeur 
:=lim - - I, 
3&w itape. 11 reste a montrer que S= W-‘(z) et que 4 d&it un 
homeomorphisme croissant de I, sur S. Commencons par etablir 
S= U’-‘(Z). La propritte de Markov montre qu’il suftit d’etablir 
S = IV ‘(;) n [O; 11. Soit a E [O; l] - 5’. On peut choisir n assez grand de 
facon que pour tout SE A,,, la-a,1 >2-“. La propriete (e) entraine alors 
I W(u)-r,,I >2~,~. Or les proprietes (b), (d), et (f) entralnent aisement 
I=,,-z( 6r,-,,, d’oti W(a)#z. 
Montrons maintenant que 4 est un homtomorphisme croissant. La crois- 
sance de 4 decoule de celle de I’application qui a x E A, associe a,. Les pro- 
prietes (b), (c), et (d) entrainent aisement que 4 est continue et injective. 
Montrons que 4 est surjective. Soit UES. Par definition on peut trouver 
une suite (.x(n)), avec X(R)E A,” et k, --f co, telle que: 
u= lim ur,#,. 
rr - -r 
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On remarque qu’on a alors a.+,- ux(mI +n,m+ i. 0, ce qui entraine que 
pour tout entier p il existe un (unique) Clement xP E A, tel que pour tout n 
assez grand [x(n)], = x,. Si u E I, est dtfini par [u], = xP pour tout p on a 
&u)=a. I 
Remartpes. (i) Le thtoreme 5.1 entraine que P p.s. la trajectoire de W 
possede ties points de multiplicite exactement denombrable. 
(ii) Si B designe un mouvement brownien en dimension un, on 
vtrifie aikment que P p.s., pour tout nombre reel a, B-‘(u) n [0, l] est 
soit vide, soit reduit a un point, soit un ensemble de Cantor, soit enhn la 
reunion d’un ensemble de Cantor et dun point isole. Le theoreme 5.1 
montre qu’en dimension deux la structure de l’image rtciproque dun point 
peut &tre beaucoup plus complexe. 
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